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多元函数极值充分定理的推广及其教学实践

袁玉强（通讯作者） 罗翔

温州理工学院 数据科学与人工智能学院，浙江温州，325000；

摘要：现行高等数学教材中多元函数无条件极值的讨论局限于二元情形，与实际多元优化需求脱节。本文将二

元函数极值充分定理推广到n元情形，引入多元函数泰勒展式中二阶偏导数构成的海森矩阵的正定性判别方法，

并通过典型实例验证其应用。本研究是“基于大语言模型的个性化高等数学试题库构建探索”教改项目的重要

组成部分，旨在为试题库提供更丰富的多元函数极值问题类型，利用大语言模型技术生成个性化习题和解答。
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引言

多元函数极值理论在工程技术、经济管理等领域应

用广泛。然而，现行教材仅详细讨论二元函数极值判别

方法，对三元及以上情形较少涉及
[1,2]

，与实际问题中普

遍存在的多元优化需求脱节。本文旨在将二元函数极值

充分定理推广到 n元情形。作为“基于大语言模型的个

性化高等数学试题库构建探索”项目的一部分，本研究

特别关注如何将推广后的理论应用于个性化教学资源

的开发，利用大语言模型技术自动生成多元函数极值问

题的变式练习和详细解答。

1 多元函数极值定理的推广与应用

1.1 现有教材内容

教材中二元函数无条件极值判断充分条件内容为

定理 1.设 z = f(x, y)在(x0, y0)处二阶连续可偏导，

且fx = fy = 0，记 A = fxx, B = fxy,C = fyy，则：AC − B2 >

0且 A > 0时为极小值；(2)当 AC − B2 > 0且 A < 0时

为极大值；(3)当 AC − B2 < 0时不是极值；(4)当 AC −

B2 = 0时方法失效。

在对于具备理工科背景的同学而言，可能涉及到三

元及以上多元函数机的极值问题，仅在此定理的基础上

无法解决多元的无条件极值问题。同时作为基础通识课

程个性化试题库构建中，仅该定理的结论也限制了可生

成的习题类型和难度层次。

1.2 理论推广

基于以上分析，本文做相应推广。在此之前，先来

认识海森矩阵。设 n 元函数�(�) = �(�1, …, ��)在�0处

二阶连续可偏导，泰勒展开为：

f(x) = f(x0) + ∇f(x0)T(x − x0) +
1
2
(x − x0)TH(x0)(x − x0)

+ o(‖x − x0‖2)

其中海森矩阵�(�0) = [�2�/������]�×�。

定理2.(n元函数无条件极值充分条件). 设n元函

数 f(x)在x0处二阶连续可偏导且∇f(x0) = 0，则：(1)若

H(x0)正定，f(x0)为极小值；(2)若 H(x0)负定，f(x0)为极

大值；(3)若 H(x0)不定，f(x0)不是极值；(4)若 H(x0)半

定，方法失效。

以上定理也有文章在引入多元函数导数的张量后，

通过张量形式的多元函数带皮亚诺余项的泰勒公式，给

出了基于张量的多元函数极值点判定定理
[3]
。至于海森

矩阵正定性的判断，可通过顺序主子式Δ� > 0(� =

1, …, �)或所有特征值为正判定。这一推广为个性化试题

库提供了丰富的题目生成基础，可以根据学生能力水平

调整函数维度和复杂度。

1.3 应用实例

例 1：考虑三元函数 �(�, �, �) = �3 + �3 + �3 −

3��� − 2�2 − 2�2 − 2�2的极值点情况。

驻点求解：梯度为

∇f =
3x2 − 3yz − 4x
3y2 − 3xz − 4y
3z2 − 3xy − 4z

令∇� = 0，可解得驻点为(0,0,0), (1,1,1), ( − 1, −

1, − 1)。



东方教育学刊 Anmai/安麦 2026 年 2 卷 1 期

212

极值判定：海森矩阵为

H =
fxx fxy fxz
fyx fyy fyz
fzx fzy fzz

=
6x − 4 −3z −3y
−3z 6y − 4 −3x
−3y −3x 6z− 4

分别判断：在(1,1,1)处，H =
2 −3 −3

−3 2 −3
−3 −3 2

，顺序

主子式−5 < 0，Δ3 =− 28 < 0，矩阵不定，故 (1,1,1)不是

极值点。

在(0,0,0)处，H =
−4 0 0
0 −4 0
0 0 −4

，顺序主子式均负，

矩阵负定，故(0,0,0)为极大值点，f(0,0,0) = 0。

在(− 1,− 1, − 1)处，H =
−10 3 3
3 −10 3
3 3 −10

，Δ1 =

− 10 < 0，Δ2 = 91 > 0，Δ3 =− 784 < 0，矩阵不定，故

不是极值点。

2 结论

本文将多元函数极值充分定理从二元推广到 n元，

引入海森矩阵判定方法，学生能够更好地理解极值判定

的本质，完善了理论体系，并为后续课程学习奠定基础。

这一推广有效衔接了基础理论与实际应用，建议在高等

数学教学中适当引入多元函数极值的一般理论，强化学

生的多维优化问题解决能力。作为个性化高等数学试题

库构建探索项目的重要成果，本文的理论推广和实例分

析为试题库提供了丰富的多元函数极值问题类型，使得

系统能够根据学生个体差异生成不同维度和复杂度的

个性化习题，有效提升教学效率和学习效果。
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