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线性正则 Gabor变换的相位恢复
詹景淇 曾伦君
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摘要：本文聚焦于线性正则变换相位恢复问题的研究。当前 Gabor 变换相位恢复问题的研究较为成熟，但线性

正则变换相位恢复的基本理论体系仍不完善。鉴于此，本文在 Gabor 变换相位恢复理论的基础上，深入探讨线

性正则变换的相位恢复问题,通过分析 Gabor 变换与模糊函数之间的关系，提出对于紧支集函数 f，可通过其线

性正则 Gabor 变换在离散点集上的强度测量实现相位恢复。这一研究丰富了线性正则变换的理论体系，也为信

号处理领域的实际应用提供了新的视角和方法。
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1 介绍

随着数字计算机的飞速发展,信号处理的理论与方

法得到巨大发展。数字信号处理一般包括变换域分析
[1]
、

采样与重构，奎奈斯特定理
[2]
、自适应信号处理、信号

压缩、傅里叶变换及其快速算法等。

傅里叶变换
[3]
是处理信号的一种主要数学工具，其

不仅在通信中有着广泛的应用，还在数字信号处理、频

谱分析等领域发挥着重要作用
[4][5]

。但傅里叶变换只能

告诉有哪些频率成分，但不能知道这些成分出现的时间

位置。物理学家丹尼斯·加博尔（Dennis Gabor）于 1946

年提出 Gabor 变换（又称作短时傅里叶变换）。Gabor

变换通过对信号加窗，把信号划分成许多小的时间间隔，

进而得到不同时间段的频谱。Gabor变换主要应用于时

频能量分布、非平稳信号建模、图像纹理分析等。

傅里叶变换又存在时频分析僵化和物理建模能力

不足的缺陷,因此我们引入了线性正则变换（LCT）。线

性正则变换是一种具有三个自由参数的线性变换,是经

典傅里叶变(FT)、分数阶傅里叶变换(FRFT)、菲涅耳变

换等的推广。不同于傅里叶变换，LCT 则可以通过三个

自由参数控制变换，描述缩放、剪切和旋转等更复杂的

操作，也由于其灵活性,使其成为数字信号处理的有效

工具。如今LCT 应用于雷达系统分析、滤波器设计、相

位恢复等众多领域。

相位恢复是信号处理、光学成像和物理学等领域中

的一个经典逆问题，其核心目标是从信号的幅度测量值

中恢复丢失的相位信息。相位恢复技术的研究起源于 X

射线晶体学的研究
[6]
。相位恢复的数学理论发展是一个

结合信号处理、优化理论、线性代数与信息科学的交叉

领域，其核心在于解决从幅度测量中恢复相位信息的非

线性逆问题。目前相位恢复问题的研究包括傅里叶变换

相位恢复问题的研究
[7][8]

，Gabor 变换相位恢复问题的研

究
[9][10]

，以及线性正则变换相位恢复问题的研究等方面
[11]
。

本文在已有的 Gabor 变换相位恢复问题基础上，研

究线性正则变换的相位恢复问题。我们在第二部分给出

基本定义和引理，在第三部分，我们首先给出 Gabor 变

换和模糊函数的关系，然后给出本文主要结论，即对于

紧支集函数 f,可由其线性正则Gabor变换在离散点集上

的强度测量值进行相位恢复。

2 基本定义和引理

在这节中给出了文章中使用的基本符号，基本引理

和命题。

定义 1：若 0 < p <+∞且 f:ℝ → ℂ是一个复函数，

定义 f ∈ Lp R 为

LP Rd = f R f x p� dx <+ ∞ .

定义 2； 对∀f ∈ L1 R ，ω ∈ R。f 的 Fourier 变

换 F定义为

Ff ω = f� ω =
R
f x e−2πixω� dx,

易知其 Fourier 逆变换为

f x = F−1Ff x = F−1f� x =
R
f� ω e2πiωx� dω.

定义 3：线性正则变换 L：L2 R ⟶L2 R 的定义为

(Lf)(ω) = fM� ω = −∞

+∞
f t kM ω, t dt� , b ≠ 0.

dei
cdω2

2 f du , b = 0.
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M表示4个参数 a, b, c, d ，且核函数为

kM ω, t =
1

2π b
e
i
2b(dω2−2tω+at2),

且满足 ad − bc = 1。

线性正则变换（LCT）主要取决于 3个独立的参数，

其变换的坐标为
x'
k'

= a b
c d

x
k ,

将位置 x和波数 k映射到x'和k'上，参数 a, b, c, d是

实数且满足 ad − bc = 1。

下面我们通过表格给出其它变换与线性正则变换

的关系。

变换参数（A） 相关变换

a b
c d 线性正则变换（LCT）

cosθ sinθ
−sinθ cosθ = Aθ 分数阶傅里叶变换(FRFT)

0 1
−1 0 = AFT 经典傅里叶变换（FT）

1 b
0 1 菲涅尔变换

定义 4：Gabor变换� : L2 R → L2 R2 的定义为

(�f) x,ω =
R
f t φ t − x e−2πitω� dt,

其中取窗口函数为高斯窗函数φ t = e−πt2。

定义 5：函数 f: R → ℂ的线性正则 Gabor 变换定义

为

Wφf x,ω =
1

2π b R
f t φ t − x eiπ(

a
bt
2−2ω

b t+
d
bω2)� dt,

这里的φ为高斯函数。

定义 6：设� ⊆ L2 R 和� ⊆ R2，我们称集合对

�，� 满足条件 U ，如果每一个 f ∈ �都可以通过集

合 Wφf z : z ∈ � 的值唯一确定，在至多相差一个全

局相位意义下。用公式表达为：
∀f, h ∈ �： Wφf z = Wφh z , ∀z ∈ � ⟹τ ∈ �：f = τh . U

则称在线性正则Gabor变换下函数 f可以相位恢复。

这里� = τ ∈ �： τ = 1 .
定义 7：设 f ∈ L2 R ，φ t 是高斯窗函数,定义

f和φ交叉模糊函数 A f,φ 为：

A f,φ (x,ω) =
R
f t +

x
2

φ t −
x
2

� ���������
e−2πitω� dt.

定义 8：设 f: R ⟶ℂ，λ ∈ R,定义平移算子Tλ为

Tλf t = f t− λ .

定义 9：设λ ∈ R,对于一个函数 h:R → ℂ，我们引

入符号hλ为：

hλ t = Tλh t h t� ��� .
定义 10：对 Ω > 0, Paley-Winner空间定义如下：

PWΩ
2 = f ∈ L2 R : supp f� ⊆ −Ω,Ω ,

命题 1：（Shannon 采样定理）：设Ω > 0, f x ∈

PW
Ω
2 , 则对任意的 x ∈ R,有：

f x =
n∈ℤ

f
n
2Ω

sinc 2Ωx − n� ,

其中 sinc x = sin πx
πx

。

命题 2：（Zalik定理）：设−∞ < a < b <+ ∞, r > 0，
设 cn n∈ℕ是一列不相同的复数序列，且存在正实数

δ > 0 和自然数N0 ∈ ℕ使得

R cn −
1
2

≥ δ cn −
1
2
, n ≥ N0,

则 t ⟼e−r2 t−cn 2 n ∈ ℕ 在L2 a, b 中完备当且

仅当 n∈ℕ,cn≠0
cn −1� 发散，其中 R z 表示 z的实部。

3 主要结果

在这部分，我们给出本文的主要结果，即给出在晶

格测量中的线性正则Gabor变换下函数可相位恢复的条

件。

根据定义 4和定义 7我们得到下面引理。

引理 1： 对 f ∈ L2 R ，有

�f x,ω = e−πixωA(f,φ)(x,ω).
证明:

�f x,ω =
ℝ
f t φ t − x e−2πitω� dt,

令 t = u + x
2
,得：

�f x,ω =
R
f u +

x
2

φ u −
x
2

e−2πiω u+x2� du

= e−πixω

R
f u +

x
2

φ u −
x
2

e−2πiωu� du

= e−πixωA f,φ x,ω
定理 3：设 b, c > 0 和� = L4[ − c

2
, c
2
]，选择� =

1
b
ℤ × 1

2bc
ℤ，则此集合对(�,�)满足条件 U 。换句话

说，对任意信号 f, h ∈ L4[ − c
2
, c
2
]，以下条件等价

i ∃τ ∈ �, τ = 1 使得 f = τh,
ii Wφf x,ω = Wφh x,ω , x,ω ∈

1
b

ℤ ×
1
2c

ℤ.

证明：

我们首先证明 i ⟹ ii .把 f = τh 代入，得对

x,ω ∈ 1
b
ℤ × 1

2c
ℤ ，有

Wφf x,ω = Wφτh x,ω = Wφh x,ω .

现在证明 ii ⟹ i .令 F t = eiπ
a
bt
2
f t . 首先我们

证明对∀f ∈ L2 R ， x,ω ∈ R2有

ℱ2 Wφf
2

x,ω =
1

2π b
Fω
b
，Txφω

b
, 1

其中F2表示对第二个参数做傅里叶变换，对其分三
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步证明。

第一步先证明

F2 Wφf
2 x,ω =

1
2π b

ℱ2 A(F,φ) 2 x,
ω
b

. 2

证明如下：

由定义 4和定义 5得

Wφf x,ω =
1

2π b
eiπ

d
bω2

R
f t eiπ

a
bt
2
φ t − x� e−2iπω

b tdt

=
1

2π b
eiπ

d
bω2

�F x,
ω
b

又由引理 1得(�F) x,ω
b

= e−iπxωbA(F,φ)(x,ω
b
)

进而

Wφf x,ω =
1

2π b
eiπ

d
bω

2
e−iπx

ω
bA F,φ x,

ω

b

=
1

2π b
e
iπ
b dω2−xω A F,φ x,

ω
b

,

得到 Wφf x,ω
2
= 1

2π b
A F,φ x,ω

b

2
,

所以F2 Wφf
2
x,ω = 1

2π b
F2 A(F,φ)

2
x,ω

b
.

第二步对于 f ∈ L2 R ，引入符号

Px t = F t +
x
2

φ t −
x
2

� ���������
.

我们证明

F2 A F,φ 2 x,ω = F2Px ∗ Px��� ω 3
证明如下：

由定义 7知 F和φ交叉模糊函数 A F,φ 为

A F,φ x,ω =
R
F t +

x
2

φ t −
x
2

� ���������
e−2πitω� dt.

由定义 2知

(ℱPx) ω =
ℝ
Px t e−2πitω� dt =

ℝ
F t +

x
2

φ t −
x
2

� ���������
e−2πitω� dt,

所以 A F,φ x,ω = FPx ω ,得
A F,φ x,ω 2 = A F,φ x,ω A F,φ x,ω� ������������� = ℱPx ω ℱPx ω� ��������� . (4)

因 为 (F−1Px� ) ω =
ℝ
Px t� ���� e2πitω� dt =

ℝ
Px t e−2πitω� dt

� ������������������ =

FPx ω� ���������� , 所以
F−1 F2Px ∗ Px� x = FPx ω ∙ F−1Px� ω = (FPx) ω FPx ω� ��������� , 5

综上由(4)得

A F,φ x,ω 2 = FPx ω FPx ω� ���������
= {F−1[(F2Px) ∗ Px��� ]} ω ,

所以ℱ 2( A F,φ 2) x,ω = [(F2Px) ∗ Px� ] ω .

第三步我们证明：

F2Px ∗ Px��� ω = Fω, Txφω . 6
因为 Fω， Txφω =

ℝ
Fω t (Txφω) t� ����������� dt,

且由定义 8和定义 9知

Fω，(Txφω) =
R
F t − ω F t� ��� φ t − x − ω� ������������� φ(t − x)� dt.

由Px t 定义得Px ω− t� ���������� = F ω + x
2
− t� ��������������

φ ω− t − x
2

.

又因为 Ff x = F−1f −x ,所以

(F2Px) t = [F−1 ℱPx ] −t = Px −t

= F
x
2

− t φ −t −
x
2

� �����������
.

进而

[(F2Px)(t) ∗ Px� (t)] ω =
ℝd
(F2Px) t Px ω − t� ����������� dt

=
−∞

+∞
F

x
2

− t φ −t −
x
2

� �����������
F ω +

x
2

− t
� ��������������

φ ω − t�

−
x
2

dt =
ℝ
F t� − ω φ −ω + t� − x� ��������������� F t�� ��� φ t ��

− x dt � ,
其中令t� = ω + x

2
− t, 故得[(F2Px) ∗ Px��� ] ω = Fω

， Txφω . 第三步证明完成。

综上由（2）式、（3）式和（6）式得到（1）式

ℱ2 Wφf
2 x,ω =

1
2π b F2 A F,φ 2 x,

ω
b

=
1

2π b [(F2Px) ∗ Px� ]
ω
b

=
1

2π b
Fω
b
，(Txφω

b
) .

下面证明当
ω

b
> c, Fω

b

= 0 a.e.

因为Fω

b

t = Tω

b

F t F� t = F t − ω

b
F t� ��� ，

而 F t = eiπ
a
bt
2
f t 与 f t 有相同的支集，故当

t > c
2
时,Fω

b

t = 0.

现在考虑 t ≤ c
2
时，即− c

2
≤ t ≤ c

2
.

当
ω

b
> c 时,t − ω

b
≤ c

2
− ω

b
≤ c

2
− c =− c

2
.

当
ω

b
<− c时,c

2
= c − c

2
<− c

2
− ω

b
≤ t − ω

b
.

综上，当
ω

b
> c 时，得 t − ω

b
> c

2
,故当 t ≤ c

2

时，且
ω

b
> c 时，Fω

b

= 0.

因此当
ω

b
> c, Fω

b

= 0 a.e

已知 b,c>0,我们得

supp F2 Wφf
2

x,ω ⊆ −bc, bc

因此对任意 x ∈ ℝ ,有 Wφf(x, ∙ )
2

∈ PWbc
2 。

现在假设函数 h ∈ L4 − c
2
, c
2
，且满足对每个 z ∈

1
b
ℤ × 1

2bc
ℤ ,

Wφf(z) = Wφh(z) .

通过 Shannon的采样定理知，对每个 x ∈ 1
b
ℤ ，有

Wφf(x,ω)
2
= Wφh(x,ω)

2
.

对第二个参数进行傅里叶变换，并由式(1)得到对

每个ω ∈ R和每个 x ∈ 1
b
ℤ ，

Fω − Hω，Txφω = 0
都成立。对于给定的ω, φω(t) = ae

−b2(t−d)2是一个

高斯函数，这里 a, b > 0, d ∈ ℝ 是实数。显然，级数
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x∈1bℤ

'
1
λ

� = b
n∈ℤ∕{0}

n −1�

是发散的，从 Zalik 的定理可以得出平移系统

{Txφω: x ∈ 1
b
ℤ }在L2[ − c

2
, c
2
]中是完备的。注意Fω

和Hω的支集在 [ − c
2
, c
2
]和 Holder 不等式得Fω −

Hω ∈ L2[ − c
2
, c
2
]。因此，Fω = Hω对应每个ω ∈ ℝ ,

所以fω = hω。令ω = 0 得

f 2 = h 2 (7)
当 f = 0 时 h = 0。如果 f ≠ 0,∃p ∈ R 且 f p ≠ 0,

则由fω(p) = hω(p)得到，当取ω = p − t 时，fp−t(p) =

hp−t(p)，进而对每一个 t ∈ ℝ , f t f p� ��� = h(t)h(p)� ��� 。因此，

存在一个τ ∈ ℂ使得 f = τh。方程（7）蕴含τ ∈ �。
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